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Denkt man sich unter z eine veränderliche Grösse, welche nach und nach alle möglichen 
reellen Werthe annehmen kann, so wird, wenn jedem ihrer Wertbe ein einziger Werth der 
unbestimmten Grösse w entspricht, w eine Function von t genannt, und wenn, wahrend z alle 
zwischen zwei festen Werthon gelegenen Werthe stetig durchlauft , w ebenfalls stetig sich 
ändert, so heisst diese Function innerhalb dieses Intervalls stetig oder continuirlich. 

Diese Definition setzt offenbar zwischen den einzelnen Werthen der Function durchaus 
kein Gesetz fest, indem, wenn über diese Function für ein bestimmtes Intervall verfügt ist, die 
Art ihrer Fortsetzung ausserhalb desselben ganz der Willkühr Uberlassen bleibt. 

Die Abhängigkeit der Grögse w von z kann durch ein mathematisches Gesetz gegeben sein, 
so das« durch bestimmte Grossenoperationen zu jedom Werthe von z das ihm entsprechende w 
gefunden wird. Die Fähigkeit, für allo innerhalb eines gegebenen Intervalls liegenden Wertho 
von z durch dasselbe Abhäugigkeitsgesetz bestimmt zu werden, schrieb man früher nur einer 
gewissen Gattung von Functionen zu (funetiones continuae nach Euler's Sprachgebrauch) ; neuere 
Untersuchungen haben indess gezeigt, dass es analytische Ausdrucke giobt, durch welche eine 
jede stetige Function für ein gegebenes Intervall dargestellt werden kann. Es ist daher einerlei, 
ob man die Abhängigkeit der Grösse w von der Grösse z als eine willkUhrlich gegebene oder 
als eine durch bestimmte Grössonoperationcn bedingte definirt. Beide Begriffe sind in Folge 
der erwähnten Theoreme congruent. 

Andorn verhalt es sich aber, wenn die Veränderlichkeit der Grösse z nicht auf reelle 
Wertho beschrankt wird, sondern auch eomplexc von der Form x-J-yi (wo i=K — 1) zu- 
gelassen werden. 

Es seien x -f" y i und x-j-yi-f-dx-J-dyi % we i unendlich wenig verschiedene Wertbe der 
Grösse z, welchen die Werthe u-f-vi und u -f- v i -)- d u -f- d v i «der Grösse w entsprochen. 
Alsdann wird, wenn die Abhängigkeit der Grösse w von z eine willkUhrlich angenommene ist., 
du -f- d vi 

das Verhältnis» — - — ; sich mit den Werthen von dx und dy allgemein zu reden andern, 

dx -f- dyi 

l 



Digitized by Google 



- 2 - 



, . f 1 <l »t — f— «1 V I 

indem, wenn man dx-f-dvi = *e setzt, — . 

dx + dvi 



d x — d y i 



i / du i dv \ , , / Jv l,u \. , f lltl dv /dv du\."|dx 
" * \dx + dy) + 2 Wx ~ dyj ' + * Ld x " dy + Vd x + dy>l ' J d x + dy i 

, /du , dv\ /dv du\ . rdu dv /dv du\ . "| — 

= * U + dy) + * (dx-dy) 1 + * Idx-dy + Cdx + dy) 1 ] 8 



wird. Auf welche Art aber auch w als Function von * durch Verbindung der einfachen Gros- 
senoperutioueu bestimmt werden möge, immer wird der Werth de« Differentialquotieiiteu 



d 7 

von dem besondern Werthe des Diäerentüds dz unabhängig Bein»). Offenbar kann also auf 
diesem Wege nicht jede beliebig« Abhängigkeit der complexen Grösse w von der complexen 
Grösse z ausgedrückt werden. 

Das eben hervorgehobolle Merkmal aller irgendwie durch Grössenoperationen best inimbaren 
Functionen werden wir für die folgende Untersuchung, wo eine solche Function unabhängig von 
ihrem Ausdrucke betrachtet werden soll, zu Grunde legen, indem wir, ohne jetzt dessen Allge- 
meingültigkoit und Zulttnglichkcit für den Begriff einer durch Grössenoperationeu ausdrflckharen 
Abhängigkeit xu beweisen, von folgender Definition uusgehan: 

Eine veränderliche evmplexe Grösse w heisst eine Function einer andern veränderlichen 
complexen Grösse z, wenn sie mit ihr sich so ändert, dass der Werth des DifTcreiitiah|Uotienten 
d w 

— ■ unabhängig von dem Werthe des Differential* dz ist. 

2. 

Sowolü die Grösse z, als die Grösse w werden als veränderliche Grössen botrauhtet, die 
jeden complexen Werth atinehmen können. Die Auffassung einer solchen Veränderlichkeit, 
welche sich auf ein zusammenhängendes Gebiet von zwei Dimensionen erstreckt , wird wesent- 
lich erleichtert durch eine Anknüpfung an räumliche Anschauungen. 

Man denke sich jeden Werth x -f- vi der Grösse i repritaeutirt durch einen Punkt O der 
Kbene A, dessen rechtwinklige Coordiuaten x, y, jeden Werth u -f- v i der Grösse w durch einen 
Funkt Q der Ebene B, dessen rechtwinklige Coordinaten u, v sind. Eine jede Abhängigkeit 
der Grösse w von z wird sich dann darstellen als eine Abhängigkeit der Lage des Punktes Q 
von der des Punkte* 0. Entspricht judem Werthe von z ein bustiiututer mit /. stetig sich 
ändernder Werth von w, mit andern Worten, sind u und v stetige Functionen von x, y, so wird 
jedem Punkte der Ebene A ein Punkt der Ebene B, joder Linie, allgemein zu reden, eine Linie, 
jedem zusammenhängenden Flächonstücke ein zusammenhängendes Flächonstuck entspreche». 
Man wird sich also diese Abhängigkeit der Gröse« w von /. vorstellen können als .-ine Abbil- 
dung der Ebene A auf der Kbene B. 



*) Diese Behauptung ist offenbaren allen Fallen gerechtfertigt, wo »ich aus dem , 

durch z mittelst der Regeln der Differentiation ein Ausdruck von ^* durch z rtoden liuwt ; ihre stretij,' 
Gültigkeit bleibt für jetzt dahin gestellt. 
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Es soll nun untersucht werden, weicht' Eigenschaft diese Abbildung crhlill, wenn w eine 

dw 

Function der cnroplcxcn Gross« z, d. h. wenn von ilz unahhlingig ist. 

d z 

Wir Itozeichnen durch o einen unbestimmten Piutkt der Eltone A in der Nähe von 0, sei« 
Bi ld in der Ebene ü durch q, forner durch x -J- y i 4* d x -4- d y i und n -|- v i -4- d n -f- d t i diu 
Werthe der Grössen /. und w in diesen Punkten. Es können dann dx, dy und du, dv als 
rechtwinklige Coordinaten der Punkte o und q in Bezug auf die Punkte O und Q als Anfangs- 
punkte angesehen werden, und wenn man d x -f- dy i = « e * l und dn+dTi = ijo v " setzt, 
so werden die Grössen t, <p, jj, tfi Polarcoordinaten dieser Punkte fttr dieselben Anfangspunkte 
xein. Sind nun o' und o" irgend zwei bestimmte Lagen des Punktes o in unendlicher Nahe 
von 0, und druckt man die von ihnen abhängigen Bedeutungen der übrigen Zeichen durch ent- 
sprechende Indieks aus, so giebt die Voraussetzung 

d u' -\- d v' i d u" 4- d v" i 

dx'-f dy'i dx"-f-dy"i 

und folglich 

du' -r-dv'i _ tf (V>— «•")« _ dx' -f d _yj t (»' --*")» 
dn^-f dv 77 ! ~~ ~~ dx" ,7 + dy"i = •" ° 

woraus '.. = „ und tfi' — fp" == - 91", 

r , « 

d. h. in den Dreiecken o'Oo" und q'Qq" Bind die Winkel o'Oo" und q'tjq" gleich und die 
sie einschliessenden Seiten einander proportional. 

Es findet also /.wischen zwei einander entsprechenden unendlich kleinen Dreiecken und 
folglich allgemein zwischen den kleinsten Theilen der Eltone A nnd ihre* Bildes auf der Ebene 
1$ Aehnlichkeit Statt. Eine Ausnahme von diesem Satze tritt nur in den liosonderen Fällen ein, 
wenn die einander entsprechenden Aonderungen der Grössen z und w nicht in einem endli- 
chen Verhältnisse zu einander stehen, was bei Herleitung desselben stillschweigend vorausge- 
setzt ist.*). 

4. 

d u -f- d v i 

Bringt man den Differentialqnotienten : in die Form 



d x -4- d y i 

/du d v \ /dv d u.\ , . 

(dx + dx^' + ldv - dy 1 )^ 1 ' 
dx+dyi 



*) fetter diesen (> egenstand «ehe man: 
.(Allgemeine Auflumug diT Aufgabe: dio Tbcilc einer gegebenen Flüche tu abzubilden, dasa die Abbil- 
mg dem Abgebildeten in den kloüwten Thailen ähnlich wird, von C. F. Gauss. (Alu Beantwortung der 
Socieiut der Wisscnicbaften in Copenhagen für 1623 aufgegebenen Preisfrage", abge- 
Abbandlungcn. heramgegeben von Schumacher. Dritte» Heft. Altona. 1826"). 
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so erhellt, dass er und zwar nur dann für je zwei Wcrthe von dx und dy denselben Werth 
haben wird, wenn 

du d v ,j^ v ^ u 

dx dy dx dy 

ist. Diese Bedingungen sind also hinreichend und nothwendig, damit w = u vi eine Function 
von z = x 4-yi sei. Für die einzelnen Glieder dieser Function fliossen aus ihnen die folgenden: 

d*u d»u d'v d*v 

dx» + dy« = °' d** + dy' = °' 
welche für die Untersuchung der Eigenschaften, die Einem Gliede einer solchen Function ein- 
zeln betrachtet zukommen, die Grundlage bilden. Wir werden den Beweis für die wichtigsten 
dieser Eigenschaften einer eingehenderen Betrachtung der vollständigen Function voraufgeben 
lassen, zuvor aber noch einige Punkte, welche allgemeineren Gebieten angehören, erörtern und 
festlegen, um uns den Boden für jene Untersuchungen zu ebenen. 

5. 

Für die folgenden Betrachtungen beschränken wir die Veranderbchkeit der Grössen x, y auf 
ein endliches Gebiet, indem wir als Ort des Punktes 0 nicht mehr die Ebone A selbst, son- 
dern eine Uber dieselbe ausgebreitete FUicho T betrachten. Wir wählen diese Einkleidung, l*i 
der es unanstössig sein wird, von aufeinander liegenden Flachen zu redon, um die Möglichkeit 
offen zu lassen, dass der Ort des Punktes O Ober denselben Theil der Ebene sich mehrfach 
erstrecke ; setzen jedoch für einen solchen Fall voraus, dass die auf einander liegenden Flüchen- 
theile nicht längs einer Linie zusammenhangen , so dass eine Umfaltung der Fläche, oder eine 
Spaltung in auf einander liegende Theile nicht vorkommt. 

Die Anzahl der in jedem Theile der Ebene auf einander liegenden Flttchentheilu ist alsdann 
vollkommen bestimmt, wenn die Begrenzung der Lage und dem Sinne nach (d. h. ihre innere 
und äussere Seite) gegeben ist; ihr Verlauf kann sich jodoeh noch verschieden gestalten. 

In der That, ziehen wir durch den von der Fläche bedeckten Theil der Ebene eine belie- 
bige Linie 1, so ändert sich die Anzahl der über einander liegenden Fl&ehenthoile nur beim 
Ueberschreiten der Begrenzung, und zwar beim Uebertritt von Ausson nach lunou um -f- 1, im 
entgegengesetzten Falle um — 1, und ist also Uberall bestimmt. Längs des Ufers dieser Linie 
setzt sich nun jeder angrenzende FlAchcntbeil auf ganz bestimmt« Art fort, so lauge die Linie 
die Begrenzung nicht trifft, da eine Unbestimmtheit jedenfalls nur in einem einzelnen Punkte 
und also entweder in einem Punkte der Linie selbst oder in einer endüchen Entfernung von 
derselben Statt hat; wir können daher, wenn wir unsere Betrachtung auf einen iin Innern der 
Fläche verlaufenden Theil der Linie 1 und zu beiden Seiten auf einen hinreichend kleinen Flä- 
chonstreifen beschränken, von bestimmten angrenzenden Flfichentheilen reden, deren Anzahl auf 
jeder Seite gleich ist, und die wir, indem wir der Linie eine Ixtstimmte Kicntung Iwilegcu, auf 

der Linken mit a . a , . . . a , auf der Rechten mit a' , a' . . . . a , bezeichnen. Jeder Flächcn- 
r 8 n i' » n 

theil a wird sich dann in einen der Flächentheile a' fortsetzen; dieser wird zwar im Allgemeinen 
für den ganzen Lauf der Linie 1 derselbe sein, kann sich jedoch für besondere Lagen von I 
in einem ihrer Punkte ändern. Nehmen wir an, dass oberhalb eines solchen Punktes ff (d. h. 
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längs de« vorhergehenden Tbeils von 1) mit den Flächentheilen a'^, a' jP ... a'^ der Reihe nach 



die Flächentheile a , a , ... a verbunden seien, unterhalb desselben aber die 

IS O 

u, , a , . . . a , wo u , a, . . . u nur in der Anordnung von 1, 2, . . . n verschieden sind, so 
a a « 1 2 n 

1 » o 

wird ein oberhalb ff von a^ in a'^ eintretender Punkt, wenn er unterhalb ff auf die linke Seit* 
zurücktritt, in den Fl&chcnÜioil a gelangen, und wenn er den Punkt a von der Linken zur 

a 

1 

Rechten umkreiset, wird der Index des Flachentheil», in welchem er sich befindet, der Reihe 
nach die Zahlen 

1 ,«, o ,.../», o ,.. . 

durchlaufen. In dieser Reihe sind, so lange das Glied 1 nicht wiederkehrt, nothwendig 
alle Glieder von einander verschieden, weil einem beliebigen mittlern Glied e a nothwendig 
I* und nach einander alle früheren Glieder bis 1 in unmittelbarer Folge vorhergehen; wenn 
aber nach einer Anzahl von Gliedern, die offenbar kleiner als n sein muss und = m sei, das 
Glied 1 wiederkehrt, so müssen die übrigen Glieder in derselben Ordnung folgen. Der um ff 
sich bewegende Punkt kommt alsdann nach je m Umläufen in denselben Flachentheil zurück 
und ist auf m der auf einander liegenden Flächentheile eingeschränkt, welche sich Uber ff zu 
einem einzigen Punkte vereinigen. Wir nennen diesen Punkt einen Windungspunkt m- Ister 
Ordnung der Fläche T. Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die übrigen n-m 
Flachentheile. werden die««, wenn sie nicht gesondert verlaufen, in Systeme von m^, m jt . . . 
Flächentheilen zerfallen, in welchem Falle auch noch Windungspunkte m^ - Ister, m^ - Ister 
Ordnung in dem Punkte ff liegen. 

Wenn die Lage und der Sinn der Begrenzung von T und die Lage ihrer Windungspunkt« 
gegeben ist, so ist T entweder vollkommen bestimmt oder doch auf eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Gestalten beschränkt; Lotztoros, in so fern weh diese Bestimmungastücke auf ver- 
schiedene der auf einander liegenden FlSchentheile beziehen können. 

Eine veränderliche Grösse, die für jeden I*unkt 0 der Fläche T, allgemein zu reden, d. h. 
ohne eine Ausnahme in einzelnen Linien und Punkten*) auszuschliessen, Einen bestimmten mit 
der Lage desselben stetig sich ändernden Werth annimmt, kann offenbar als eine Function von 
x, y angesehen werden, und überall, wo in der Folge von Functionen von x, y die Rede sein 
wird, werden wir den Begriff derselben auf diose Art festlegen. 

Ehe wir uns jedoch zur Betrachtung solcher Functionen wenden, schalten wir noch einige 
Erörterungen über den Zusammenhang einer Fläche ein. Wir beschranken uns dabei 
Flächen, 'die sich nicht längs einer Linie spalten. 



*) Dicm BeschrriükuiiK ist zwar nicht durch den Begriff einer Function an sich geboten, aber um 
Infinitesimalrechnung auf sie anwenden zu können erforderlich: eine Function, die in allen Pnnkten einer 
Flache unstetig tat, wie ». B. eine Function, die für ein commensnrables x und ein commentmrables y den 
Werth 1, sonst aber den Werth 2 hat, kann weder einer Differentiation, noch einer Integration, also 
(unmittelbar) der Infiniteaimalrechnung überhaupt nicht unterworfen werden. Die für die Fläche T hier 
willkührlich gemachte Beschränkung wird sich später (Art. 16) rechtfertigen. 
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Wir betrachten zwei FlBchentheile als zusammenhangend oder Einem Stücke ungehörig, 
wenn sieh von einem Punkte des einen durch das Innere der Flüche eine Linie nach einem 
Punkte des andern wehen lüsst, als getrennt, wenn diese Möglichkeit nicht Statt findet. 

Die Untersuchung des Zusammenhangs einer Flüche lieruht auf ihrer Zerlegung durch 
Queerschnitte, d. h. Linien, welche von einem Begrenzungspunkte da« Innere einfach — keinen 
Punkt mehrfach — bis zu einem Bcgrenzungspnnkte durchschneiden. Letzterer kann auch in 
dem zur Begrenzung hinzugekommenen Theile, als« in einem frühern Punkte des Queerschuitts, 
liegen. 

Eine zusammenhängende Flüche heisst, wenn sie durch jeden Qucersehuitt in Stücke zer- 
fallt, eine einfach zusammenhängende, andernfalls, eine mehrfach zusummenhüngende. 

Lehrsut?. I. Einu einfach zusammenhüngende Flüche A zerfüllt durch jeden Qucerschnitt a b 
in zwei einfach zusammenhangende Stücke. 

Gesetzt, eins dieser Stücke würde durch einen Quoerschnitt c d nicht zerstückt, so erhielte 
man offenbar, je nachdem keiner seiner Endpunkt« oder der Endpunkt c oder beide Endpunkte 
in a b fielen , durch Herstellung der Verbindung lünga der ganzen Linie a b oder lüngs des 
Thcils ob oder de« Theils cd deraolton eine zusammenhangende Flüche, welche durch eiuon 
Qucerwchiiitt aus' A entstünde, gegen die Voraussetzung. 

Lehrsatz II. Wenn eine Flüche T durch n t ♦) Queersehnittu q v in ein System Tj von 
nij einfach zusammenbringenden Flilchenstücken und durch n^ Queerschnitte q 8 in ein System T f 
von m 8 Flficheustückcn zerfällt, so kann n s — m 8 nicht > n t — m l sein. 

Jede Linie q 8 bildet , wenn sie nicht ganz in das Queerschnittsystotn q, füllt , zugleich 
einen oder mehrere Qneersehnitte q' j der Flüche Tj . Als Endpunkt« der Queersehniit« q' f 
sind anzusehen: 

1) die 2n s Endpunkte der Queersehnitto q^, ausgenommen, wenn ihre Enden mit einem 

Theil des Liniensystems q zusammenfallen, 

1 

2) jeder mittlere Punkt eine» Quecrschnitts q g . in welchem er in einen mittlem Punkt 

einer Linie q^ eintritt, ausgenommen, wenn er sich schon in einer andern Linie q^ 

befindet, d. Ii. wenn ein Ende eines Queerschnitts q^ mit ihm zusammenfallt. 

Bezeichnet nun /u, wie oft Linien lieider Systeme wtthrend ihres Laufee zusammentreffen 
oder auseinandergehen ( wo also ein einzelner gemeinsamer Punkt doppelt zu rechnen ist) f i , 

wie oft ein Endstück der mit einem mittlem Stücke der q^. ty wie oft ein Endstück der q^ 



*) fnter einer Zerlegung durch mehrere ^uccriclmittc i»t stets eine auectraivo zu verstehen, d. b. 
eine iolche, wo die durch einen Queerechnitt »ntstandene Fläche durch einen neuen ^oeersuhnitt 
weiter zerlegt wird. 
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mit ciucm mittlem Stücke der q^, endlich y , wie oft ein Endstück der q mit einem End- 
stück« der u zusammenlallt, »o liefert Ml 1 2 n — ► — * , Mx 2 u — e Endpunkte der Quecr- 
8 * S 3 l 

schnitte q' g ; Iwide Falle zusammengenommen aber umfassen s&mmtliche Endpunkt« und jeden 

2 n — ► — » -4- u — y 
s j s i 

nur einmal , und die Anzahl dieser (iuecrschnitte ist daher o = n> -j- b. 

Durch ganz ähnliche Schlüsse ergiebt sieh die Anzahl der Queerschnitte q^ der Flache T welche 

durrb die Linien q gebildet werden, — , also = n -f- s. Die Flüche 

1 2 1 

T wird nun offenbar durch die s Queerschnitte q' s in dieselbe Flüche verwandelt, in welche 

T g durch die -f 8 Queerschnitte q^ zerfallt wird. Es besteht alwr 1^ aus einfach zusam- 
menhangenden Stücken und zerfallt daher nach Satz I. durch + s Queerschnitte in 
M , + D , + 8 FlSchenstücke ; folglich mttsste, wäre < m + n, - n,, die Zahl der 
stücke T durch n + s Queerschnitte um mehr als ^ + s vermehrt werden, was 
reimt ist. 

Zufolge dieses Lehrsatzes ist, wenn die Anzahl der Queerschnitte unbestimmt durch n, die 
Anzahl der Stücke dnreh m bezeichnet wird, n — m für alle Zerlegungen einer Flache in ein- 
fach zusammenhangende Stücke constant ; denn betrachten wir irgend zwei bestimmte Zerle- 
gungen durch Uj Queerschnitte in m^ Stücke und durch n^ Queerschnitte in m^ Stücke, so muss, 
wenn erster» einfach zusammenhangend sind, und wenn lettre einfach 

zusammenhangend sind, n^ -■ m ( •< n t — m 8 ' a '*° wtl,n Beides zutrifft, u ? — m^ == n ^ — m 
>ein. 

Diese Zahl kann füglich mit dem Namen »Ordnung des Zusammenhangs« einer Flüche 
belegt werden; sie wird 

durch jeden Queerschnitt um l erniedrigt — nach der Definition — , 

durch eine von einem innern Punkte das Innere einfach bis zu einem Begrenzungspunkte oder 
einem frühem Schnittpunkte durchschneidende Linie nicht geändert und 

durch einen innern allenthalben einfachen in zwei Funkten endenden Schnitt um 1 erhöht, 
weil ersten» durch Einen, letztere aber durch zwei Queerschnitte in Einen Queerschnitt vor- 
wandelt werden kann. 

Endlich wird die Ordnung des Zusammenhangs einer aus mehreren Stücken bestehenden 
FlSche erhalten, wenn man die Ordnungen des Zusammenhangs dieser Stücke zu einander 
addirt. 

Wir werden «U9 indes» in der Folge meistens auf eine aus Kinem Stücke bestehende Fläche 
beschranken, und uns für ihren Zusammenhang der kunstloseren Bezeichnung eines einfachen, 
zweifachen etc. bedienen, indem wir unter einer nfach zusammenhängenden Flache eine solche 
verstehen, die durch u— 1 Queerschnitte in eine einfach zusammenhangende zerlegbar ist. 

In Bezug auf die Abhängigkeit des Zusammenhangs der Begrenzung von dem Zusam- 
menhang einer Flache erhellt, leicht : 
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1) Die Begrenzung einer einfach zusammenhangenden Flache besteht noth wendig auB Einer 
in sich zurücklaufend«» Linie. 

Bestände die Begrenzung aus getrennten Stücken, ho würde ein Queerschnitt q, der einen 
Punkt eines Stücks a mit einem Punkte eines andern b verbände , nur zusammenhängende 
Flächentheile von einander scheiden, da sieb im Innern der Fläche längs a eine Linie von der 
einen Seite des Qucerschnitts q an die entgegengesetzte führen liesse ; und folglich würde q die 
Fläche nicht zerstücken, gegen die Voraussetzung. 

2) Durch jeden Queerschnitt wird die Anzahl der BegrenzungsstUckc entweder um 1 ver- 
mindert oder um l vermehrt. 

Ein Queerschnitt q vorbindet entweder einen Punkt eines Begroitzim^.sstücks a mit einem 
Punkte eines andern b, — in diesem Falle bilden alle diese Linien zusammengenommen in 
der Folge a t q, b, q ein einziges in sich zurücklaufendes Stück der Begrenzung — 

oder er verbindet zwei Punkte Eines Stücks dor Begrenzung, — in diesem Falle zerfällt 
dieses durch seine beiden Endpunkte in zwei Stücke, deren jedes mit dem Qucerschnitte zu- 
sammengenommen ein in «ich zurücklaufendes Begrenzungswtück bildet — 

oder endlich, er endet in einem soinor früheren Punkte und kann betrachtet werden als 
zusammengesetzt aus einer in sich zurücklaufenden Linie o und einer andern 1, welche einen 
Punkt von o mit einem Punkte eines BegrenzungsstUclrs a verlrindet, — in welchem Falle o 
eines Theils, und a, 1, o, I andern Thoils je ein in «ich zurücklaufendes Begrenzungsstück bilden. 

Es treten also entweder — im ersten Falle — an die Stelle zweier Ein, oder — in 
den beiden letzteren Fällen — an die Stelle Eines zwei Begrenzungsstücke, woraus unser 
Satz, folgt. 

Die Anzahl der Stücke, an» welchen die Begrenzung eines nfach zusammenhängenden 
Flächenstücks besteht, ist daher entweder = n oder um eine gerade Zahl kleiner. 
Hieraus ziehen wir noch das Corollar: 

Wenn die Anzahl der BegrcnzungsstUcke einer nfach zusammenhängenden Flache = n ist, 
so zerfällt diese durch jeden überall einfachen im Innern in Bich zurücklaufenden Schnitt in 
zwei getrennte Stücke. 

Denn die Ordnung des Zusammenhangs wird dadurch nicht geändert, die Anzahl der Be- 
grenzungsstücke um 2 vermehrt; die Fläche würde also, wenn sie eine zusammenhängende 
wäre, einen n fachen Zusammenhang und u -j- 2 Bcgreniuiigsstücke haben, wa-i unmöglich ist. 

7. 

Sind X und Y zwei in allen Punkten der übt-r A ausgebreiteten Fläche T stetige 
Functionen von x, y. so ist das Uber alle Elemente dT dieser FliSche ausgedehnte Integral 

/(dx + dy) dT " " ■/' lXc ° 8 - 5 + YC0S ' J > ds " 
wenn in jedem Punkte der Begrenzung die Neigung einer auf sie nach Innen gezogenen Nor- 
male gegen die x - Axc durch J, gegen die y - Axe durch q iHizuichnct wird , und sich diese 
Integration auf sammtliche Elemente d s der Begrenzungslinic erstreckt, 
d X 

Um das Integral f — dT zu transformiren, zerlegen wir den von der Fläche T bedeckten 
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Theil der Ebene A dnroh «in System der x-Axc paralleler Linien in Elementarstroifen , und 
zwar bo, dos» jeder Windungspunkt der Flache T in eine dieser Linien fallt. Unter dieser Vor- 
aussetzung besteht der auf jeden derselben fallende Theil von T aus einem oder mehreren ab- 
gesondert verlaufenden trapezförmigen Stücken. Der Beitrag eines unbestimmten dieser Flaehen- 

d X 

streifen, welcher ans der y-Äxe das Element dy ausscheidet, zu dem Werthe von / — dT 

J dx 

wird dann offenbar =■ dy / -— dx, wenn diese Integration durch diejenige oder diejenigen 

der FlHche T angehörigen geraden Linien ausgedehnt wird, welche auf eine durch einen Punkt 
von dy gehende Normale fallen. Sind nun die unteron Endpunkte derselben (d. h. welchen die 
kleinsten Werthe von x entsprechen) 0_, 0„, 0 „, . . ., die oberen O', O", O ', . . . und bezeichnen 

wir mit X,X <y X", X", .... die Wertho von X in diesen Punkten, mit da , ds (( , da', 

da", die entsprechenden von dem Flachenstreifen ans der Begrenzung ausgeschiedenen Ele- 
mente, mit E,, E„. 5', E" die Werthe von { an diesen Elementen, so wird 

•dX 



+ X'-f-X" + X"'. . . . 



Die Winkel E werden offenbar spitz an den unteren, stumpf an den oberen Endpunkten, und 
es wird daher 

dy = cos. !,ds, = cos. E„ds,. . . . 

= — cos. {'ds' = — cos. £"ds" 

Dureb Substitution dieser Wertho ergiebt sich 

/dX 
-- =r — 2X cos. Eds, wo Bich die Summatiou auf alle Begrenzungselemente 
d x 

bezieht, welche in der y-Axe dy zur Projektion haben. 

Durch Integration Ober sammt liebe in Betracht kommende dy werden offenbar sammtliche 
Elemente der Fläche T und sammtliche Elemente der Begrenzung erschöpft , und man erhalt 
daher, in diesem Umfange genommen, 

/dx dT = ~ 



Ihirch ganz ähnliche Schlüsse findet man 

dY 

v 

^dX . dY 



f ■ - dT = - /Yens.* da und folglich 
J (dx + dy) dT = ~ V <Xcos ? * Ycm r ' ] w ' z - h ' w ' 



8. 

irir in der Begrenzungslinie, von einem festen Anfangspunkte aus in ein 
bestimmten spater festzusetzenden Hiehtung gerechnet, die Lange dersell.cn bis zu einem unbe- 

2 
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stimmten Punkt« 0^ durch 8, und in der in diesem Punkte 0 Q errichteten Normalen die Ent- 



fernung eines unbestimmten Punktes O von demselben und zwar nach Innen zu als positiv 

betrachtet durch p, so können offenbar die Werthe von x und y im Punkte 0 als Functionen 

von s und p angesehen werden, und es werden dann in den Punkten der Begrenzungslinic die 

partiellen Differentialquotienten 

dx dy dx dy __ 

= cos.?, , = cos.», — = + co».», , = + co«. 5, 
dp dp d« da 

wo die oberen Zeichen gelten , wenn die Richtung , in welcher die Grösse s als wachsend be- 
trachtet wird, mit p einen gleichen Winkel einschließt, wie die x-Axe mit der y-Axe, wenn 
entgegengesetzten, die unteren. Wir werdon diese Richtung in allen Theilen der Be- 

t i dx dy dy dx 

. annehmen, das« T = ~ und folglich - = — , ist, was die Allgemeinheit 
ds dp ds dp 

unserer Resultate im Wesentlichen nicht beeinträchtigt. 

Offenbar können wir diese Bestimmungen auch auf Linien im Innern von T ausdehnen ; 
nur haben wir hier zur Bentimmung der Vorzeichen von dp und ds, woiin deren gegenseitige 
Abhängigkeit wie dort festgesetzt wird, noch eine Angabe hinzuzufügen, welche entweder 
da» Vorzeichen von dp oder von ds festsetzt; und zwar werden wir bei einer in sich zurück- 
laufenden Linie angeben, von welchem der durch sie geschiedenen FlBchenÜwile sie ah* Begren- 
zung gelten solle, wodurch das Vorzeichen von dp bestimmt wird, bei einer nicht in sich zu- 
rücklaufenden aber ihren Anfangspunkt, d. h. den Endpunkt, wo s den kleinsten Werth 
at. 

Die Einführung der für cos. £ und cos. i? erhaltenen Werthe in die im vorigen Art. be- 
Gleichung giebt, in demselben Umfange wie dort 



/Cv + £)« - -/(*K + "> -m. - 

9. 

Durch Anwendung des Satzes am Schlüsse des vorigen Art. auf den Fall, wo in allen 
dX dY 

Theilen der Flache — 4- T = o ist, erhalten wir folgendo ßBtae: 
dx dy 

I. Bind X und Y zwei in allen Punkten von T endliche und stetige und der Gleichung 
dX dY 

- - -|- — = o genügende Functionen, so ist durch die ganze Begrenzung von T ausgedehnt 

■" ' /(»;;+ 



Denkt man sich eine beliebige Uber A ausgestreckte Fläche T in zwei Stücke T f und T 3 

auf beliebige Art zerfallt, so kann das Integral f(%-\ ~h Y ^ds in Bezug anf die Be- 

J V dp dp/ 

grenzung von betrachtet werdon als die Differenz der Integrale in Bezug auf die Begrenzung 
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y» / <i x dy\ 
( X - -f- Y — ) du, durch die ganze Begrenzung einer 
V dp dp/ 



ron T und in Besag auf die Begrenzung von T , indem, wo T Aich bis zur Begrenzung von 

1 3 3 

erstreckt, beide Integrale sich aufheben, alle Übrigen Elemente aber einem Elemente der 
Begrenzung von entsprechen. 

Mittelst dieser Umformung ergiebt sich aus I.: 

lp dp 

Ober A ausgebreiteten Flache erstreckt, bleibt bei beliebiger Erweiterung oder Verengerung der- 
selben «instant, wenn nur dadurch keine Flachentheile aus- oder eintreten, innerhalb welcher 
die Voran« Setzungen des Satzes I. nicht erfüllt sind. 

Wenn nun die Functionen X, Y zwar in jedem Theile der Flache T der vorgeschriebenen 
Differentialgleichung genUgen, aber in einzelnen Linien oder Punkten mit einer Unstetigkeit be- 
hattet sind, bo kann man jede solche Linie und jeden solchen Punkt mit einein beliebig kleinen 
Flachentheil als Hülle umgeben und erhalt dann durch Anwendung des Satzes IL; 

III. Das Integral f (x ~ + Y j?) d g in Bezug auf die ganze Begrenzung vou T iat 

gleich der Summ« der Integrale f ( X — + Y**^ ds in Bezug auf die Umgrenzungen aller 

•* V dp dp/ 

Unstet igkeitsstcllen , und zwar behält in Bezug auf jede einzelne dieser Stellen das Integral 
denselben Werth, in wie enge Grenzen man sie auch oiuschliessen möge. 

Dieser Werth ist für einen blossen Unstetigkeitspunkt nothwendig gleich o, wenn mit der 
Entternung p des Punktes O von demselben zugleich p X und p Y unendlich klein werden ; 
deim führt man in Bezug auf einen solchen Punkt als Anfangspunkt und eine lieliobige An- 
fanguri« htung Polarcoordinaten p, y ein und wählt zur Umgrenzung einen um denselben mit 
dem ltudiuH p Itcschriebcnen Kreis, so wird das auf ihn bezügliche Integral durch 

; 2 + \' d -\(fd<f ausgedrückt und kann folglich nicht einen von Null verschiedenen 

o V dp dp/ 

Werth x haben, weil, was auch * sei, p iuuuer so klein angenommen werden kann, dass abge- 
sehen vom Zeichen (x?- - Y^ p für jeden Werth von y < ^- und folglich 
\ dp dp/ Ix 

/ a o( X dl + Y 5p) edy< ' M 



IV. Ist in einer einfach zusammenklingenden über A ausgebreiteten Flache für jeden 
Flächenthoil das durch dessen ganze Begrenzung erstreckte Integral J* (x ^ * + Y ds oder 

y* / dx dy\ 
^Yj — X^ -^ds = o, so erhalt für irgend zwei feste Punkte und 0 die* Integral 

in Bezug auf alle von O in derselben nach 0 gehende Linien denselben Werth. 

Je zwei die Punkte und 0 verbindende Linien s^ und s^ bilden zusauiuicugetiotnnum 

2* 
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eine in sich zurückli mfonde Linie b . Diese Linie besitxt entweder selbst die Ei^fOHc baft , 

B 

keinen Punkt mehrfach m durchschneiden, oder man kann sie in mehrere aUonthalbon einfache 
in tiich zurücklaufende Linien zerlegen, indem man von einem beliebigen Punkte aus dieselbe 
durchlaufend jedesmal, wenn man zu einem frühem Punkte zurückgelangt , den inzwischen 
durchlaufenen Tbeil ausscheidet und den folgenden ab unmittelbare Fortsetzung des vorherge- 
betrachtet. Jede solche Linie aber zerlegt die Flache in eine einfach und eine zweifach 
nde; sie bildet daher nothwendig Ton Einem dieser Stücke die ganze 

(, und das durch sie erstreckte Integral /(y** ~ X jQ ds •>» ^ 

= o. Dasselbe gilt folglich auch von dem durch die ganze Linie » 3 

Integrale, wenn die Grösse s überall in derselben Richtung als wachsend betrachtet wird; 
os müssen daher die durch die Linien s^ und s ( erstreckten Integrale, wenn diese Richtung 

ungeändert bleibt, d. b. in einer derselben von 0^ nach 0 und in der andern von 0 nach 

O fl geht, einander aufheben, also, wenn sie in letzterer geändert wird, gleich werden. 

d X d Y 

Hat man nun irgend eine beliebige Flache T, in welcher allgemein zu reden ^- + ^ 

= o ist, so schliesse man zuuaehst, wenn nöthig, die Unstetigkeitostellen aus, so dass im übrigen 

Flüchonstücko für jeden Flttchenthail f (\' J * - X jj-Q d s = o ist. und zerlege dieses durch 

in eine einfach zusammenhängende Fluche T*. Für je«lu im Innern von T* von 
Punkt« 0^ nach einein andern O gehende Linie hat dann unser Integral denselben Werth; 

dieser Werth, für den zur Abkürzung die Bezeichnung ('y'J* — X d, "\ds gestattet 

•f 0 0 \ ds ds/ 

«ein möge, ist daher, O o als fest, 0 als beweglich gedacht, für jede Lage von O abgesehen 

vom Laufe der Vorbindungslinie ein bestimmter und kann folglich als Fnnctiou von x, y be- 
trachtet werden. Die Aenderung dieser Function wird für eine Verrückung von 0 längs eines 

beliebigen Linionelements ds durch (y^J ' — X^^ds ausgedrückt, ist in T» überall stetig 

\ d s d s/ 

und längs eines Quoerschnitts von T zu beiden Seiten gleich; 

V. das Integral Z — f '° (y** - X-^ ds bildet daher, 0 als fest gedacht, eine 
J ü 0 \ ds ds/ o 

Function von x, y, welche in T* überall §ich stetig, beim Ueberschreiten der Queerschnitte von 

T aber um eine längs derselben von einem Zweigptinkte zum andern oonstante Grosse ändert. 

und von welcher der partielle Differentialquotient 

» = r"--x «. 

dz dy 

Die Aenderungen beim Ueberschreiten der Queerschnitte sind von oinor der Zahl der 
Queerschnitte gleichen Anzahl von einander unabhängiger Grossen abhangig; denn wenn man 
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das Qneerschnitt System rückwärts — die späteren Theile zuerst — durchlauft , so ut diese 
Aendening Uberall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes» Queerschnitts gegeben wird; 
letztere Werthe aber sind 



10. 

du' „du du' ,do 

Setzt man für die bisher durch X bezeichnete Function u u , und u u , für Y, 

dx dx dy dy 



dX , dY /dV . dV\ ,/d*u , d«u\ 
Wd d-x + d^ = a idV i -dyO- U Ui + d?> 



nn also die 

'V 

, , „ . v d*u , d*u dV , dV 

u den Gleichungen ^ dy* ™* ! °' dx* dx* ™ ° ^""B 011 * 90 Wln " 

dX + ~ = o, und es finden auf den Ausdruck /Y x 1* + Y^Ads, welcher = 
dxdy J \ dp dp/ 

ds wird, die Sätze des vorigen Art. Anwendung. 

Machen wir nun in Bezug auf die Function u die Voraussetzung, dasa sie nebst ihren 
ersten Differentialquotienten etwaige Unstetigkciten jedenfalls nicht langB einer Linie erleidet, und 
für jeden Unstetigkeitspnnkt zugleich mit der Entfernung p des Punktes O von 



d u d u 

p und p unendlich klein werden; so können die Unstetigkeiten von u in Folge der 
dx dy 

Bemerkung zu HI. des vorigen Art. ganz unberücksichtigt bleiben. 

Denn alsdann kann man in joder von einem Dnstetigkeitspuukte ausgehenden geraden 



du dudx dudy 
Linie oinen Werth R von p so annehmen, dass a ■ = p - r +? - r unterhalb 

dp dx dp dy dp 



selben immer endlich bleibt, und bezeichnet U den Werth von u für p = R, M abgesehen vom 

Zeichon den grössten Werth der Function p^" in jenem Intervall; so wird in derselben 

dp 

Bedeutung genommen stets u — U< M (logp— logR) sein, folglich p(u — ü) und also auch pu 

du 

mit p zugleich unendlich klein werden ; dasselbe gilt aber der Voraussetzung nach von p ^ 

und p^ U und folglich, wenn u' keiner Unstctigkeit unterliegt, auch von 
dy 

/du . du\ /du ,du\ 

p f^n — — u ^ J und p (^u — — u --J ; der im vongen Art. erörterte Fall tritt hier 

also ein. 

Wir nehmen nun ferner an, dass die den Ort des l»unktos 0 bildende Fläche T allent- 
halben einfach Uber A ausgebreitet sei , und denken uns in derselben einen beliebigen festen 

Punkt 0 , wo u, x, y die Werthe u , x , v erhalten. Die Grösse 
o ooe 

4 log [(x — xj* + (y — y^)*] =>a log r als Function von x, y betrachtet, hat alsdann die Eigen- 
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d*logr d'logr 

Schaft, dasa — - -4- — - - = o wird, und ist nur für x = x , y — y . also ia iui*erm Falle 
di* dy a • o 

nur für Einen Punkt der Flache T mit einer Unstetigkeit behaltet. 

Ea wird daher nach Art. 9., HL, wenn wir logr für n' setzen J ("^^ — logr^ds 

in Bezug auf die ganze Begrenzung von T gleich diesem Integrale in Bezug auf eine beliebige 
Umgrenzung des Punktes 0 und also , wenn wir dazu die Peripherie eine« Kreises , wo r 

einen constanUsn Werth hat, wählen und von einem ihrer Punkte in einer beliebigen festen 
Richtung den Bogen bis 0 in Theilcn des Halbmessers durch ? bezeichnen, gleich 

72w dlogr r>du , r da , /»2.t 

u— rdn> — logr / — ds, oder da / ■-- da = o ist, = — / nd», 
odr Jap J dp J o 

welchor Werth , wenn u im Punkte 0 stetig ist , für ein unendlich kleines r in — u 2 n 

O 0 

tibergeht. 

Unter den in Bezug auf u und T gemachten Voraussetzungen haben wir daher für einen 
beliebigen Punkt im Innern der Flache, in welchem u stetig ist, 



1 r / du dlugrx 

(' 0(?r dp- a dp m 



Bezug auf die ganze 



= 2 *- y in Bezug auf einen um O o beschriebenen Kreis. 



lern ersten dieser Ausdrücke ziehen wir folgenden 

Lehrsatz. Wenn eine Function u innerhalb einer die Kbeno A allenthalben einfach be- 
lache T allgemein zu reden der Differentialgleichung J Jj + " «. o genügt 
und zwar so, das« 

1) die Punkte, in welchen diese Differentialgleichung nicht erfüllt ist, keinen Flä- 



2) die Punkte, in welchen u, unstetig werden, keine Linie stetig erfüllen, 

d x dy 

3) für jedou Unatetigkcitspunkt zugleich mit der Entfernung q des Punktes 0 von dem- 



selben die Grössen ', unendlich klein werden und 

d x dy 

4) boi u eine durch Abänderung ihres Werth«« in einzelnen Punkten hebbare Unate- 
tigkeit ausgeschlossen ist, 
so ist sie nothwendig nebst allen ihren Differentialquotienten für all« Punkte im Innern dieser 
Flüche endlich und stetig. 

In der That, betrachten wir den l*unkt als beweglich, so andern sieh in dem Aus- 

Adu dlogrx dlogr dlogr 

logr — — u- 1 ds nur die Werthe logr, — , — : — -• Diese Grösaen 
dp dp / dx dy 

aber sind für jedes Element der Begrenzung, so lange im Innern von T bleibt, nebst ulleu 
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ihren Diiferentialqnoticnten endliche und stetige Functionen von x^, y^, da die Differentialquo- 

tienten durch gebrochene rational« Functionen dieser Grössen ausgedrückt werdun, die nur 
Potenzen von r im Nenner enthalten. Dasselbe gilt daher auch für den Werth unsers Integral« 
und folglich für die Function u^. Denn diese könnt« unter den früheren Voraussetzungen nur 

in einzelnen Punkten, indem sie unstetig würde, einen davon verschiedenen Werth 
welche Möglichkeit durch die Voraussetzung 4. unsere Lehrsatzes wegfallt 

11. 



Unter denselben Voraussetzungen in Bezug auf u und T, wie am Schlüsse des vorigen 
Art. haben wir folgende Sätze: 

du 

I. Wenn längs einer Linie u = o und = o ist, so ist u überall =; o. 

dp 

Wir beweisen zunächst , dass eine Linie X , wo u = o und — " = o ist , nicht die 

dp 

Begrenzung eines Flächentheils a, wo n positiv ist, bilden könne. 

Gesetzt, dies finde Statt, so scheide man aus a ein Stück aus. welche« eines Theils durch 
X, andern Theils durch eine Kreislinie begrenzt wird und den Mittelpunkt dieses Kreises nicht 
enthalt, welche Construction allemal möglich ist Man hat dann, wenn man die Polareoordinaten 
von 0 in Bezug auf O q durch r, <f bezeichnet durch die ganze Begrenzung dieses Stücks aus* 

y* du r d logr 

logr — ds — J ii ---- - da = o, also in Folge der Annahme anch für den 

ganzen ihr angehörigen Kreisbogen 

• du , /«du 

dpda = o, Jii 

was mit dor Voraussetzung, dass u im Innern von a positiv sei, unverträglich ist. 

Auf ähnliche Art wird bewiesen, dass die Gleichungen u=»o und ™ = o nicht in 

dp 

einem BegrenznngstheUe eines Flächenstücks b, wo u negativ ist, atattfinden könne. 

du 

Wenn nun in der Fläche T in einer Linie u = o und , = o ist und in irgend einem 

dp 

Theile derselben u von Null verschieden wäre, so mttsste ein solcher Flächcntheil offenbar ent- 
weder durch diese Linie selbst oder durch einen Flächcntheil, wo u = o wäre, also jedenfalls 



/udy + logr f da = o, oder da j ds = o ist, /ndy := o, 



du 

Linie wo u und , = o wäre, 
dp 



widerlegten Annahmen führt. 

du 

II. Wenn der Werth /von u und längs einer Linie gegeben ist, so ist u dadurch 

dp 



in allen Theilen von T 

u t und Uj irgend zwei bestimmte Functionen, welche den der Function 
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Bedingungen genügen, so gilt dies auch, wie sich durch Substitntion in diesen Bedingungen 
so fort ergiebt, ftlr ihre Differenz Uj — u^ Stimmten nun u j nnd u f längs einer Linie nebst 

ihren ersten Differentialquotienten nach p überein, in einom andern FUchentbeüe aber nicht, 

d(u t - «,) 

so würden läng« dieser Linie u — n = o und -— = o sein, ohne Oberall — o 

1 > dp 

zu sein, dem Satze L zuwider. 

III. Die Punkt« im Innern von T, wo u einen «instanten Werth hat. bilden, wenn u 
nicht überall conatant ist, nothwendig Linien, welche Flachenthoile , wo u grösser ist, von 
Flachentheilcn , wo u kleiner ist, scheiden. 

Dieser Satz ist ans folgenden zusammengesetzt: 
u kann nicht in einem Punkte im Innern von T ein Minimum oder ein Maximum haben; 
n kann nicht nur in einem Theüe der Flache «instant sein; 

die Linien, in denen n = a ist, können nicht beiderseits Fl&chentheile begrenzen, wo u — u 

Satze, deren Oegentheil, wie leicht zu sehen, allemal oine Verletzung der im vorigen Art. 

1 /^2jt />2i 
Gleichung u « -- / udy oder / (u— u)d$>=o herbmtülimi 
* ~ ü 0 0 0 

müsste und folglich unmöglich ist. 



12. 

Wir wenden nns jetzt zurück zur Betrachtung einer veränderlichen complcxen Grösse w = 

u -j- v i, welche allgemein zu roden (d. h. ohne eine Ausnahme in einzelnen Linien und Punkten 

auszuschliessen) , für jeden Punkt O der Flache T Einen bestimmten mit der Lage desselben 

,., dndvdu dv 

stetig und den Gleichungen = - , — = — — gemäss sich ändernden Werth h:ii und 

dx dy dy di 

bezeichnen diese Eigenschaft von w nach dem früher Festgestellten dadurch, dass wir w eine 

Function von z=x-f-yi nennen. Zur Vereinfachung des Folgendon setzen wir dabei im 

Voraus fost, dass bei einer Function von z eine durch Abänderung ihres Wertlies in einem 

einzelnen Punkte hebbare Unstctigkeit nicht vorkommen solle. 

Der Flache T wird vorerst ein einfacher Zusammenhang nnd eine allenthalben einlache 
Ausbreitung über die Ebene A beigelegt. 

Lehrsatz. Wenn eine Function w von z eine Unterbrechung der Stetigkeit jedenfalls 
nicht längs einer Linie erleidet und ferner für joden beliebigen Punkt 0' der Flache, wo z = aT 
sei , w (z — z) mit unendlicher Annäherung des Punktes O unendlich klein wird , so ist sie 
nothwendig nebst allen ihren Differontialquotienten in allen Punkten im Innani der Flache 
endlich und stetig. 

Die über die Veränderungen der Grosse w gemachten Voraussetzungen zerfallen, wenn 

du dv 

z — t —QQ* -gesetzt wird, für u und v in dio folgenden: 1) ^ — ^ =o und 2) . 
du dv 

, -4- =o für jeden Tlieil der Flüche T ; 3) die Functionen u und v sind nicht längs einer 
dy dx 
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Linie anstetig ; 4) far jeden Punkt 0' werden mit der Entfernung q des Punktes 0 von dem- 
selben an und pv unendlich klein; 5) für die Functionen u und v sind Unstetigkciten , die 
durch Abänderung ihres Werthes in einzelnen Punkten gehoben werden könnten, ausge- 
schlossen. 

In Folge der Voraussetzungen 2, 3, 4, ist für jeden Theil der Fläche T das Uber dessen 
ganze Begrenzung ausgedehnte Integral J («-jj* — *^) d8 nacn Art - 9 - HL = o «aJ 

das Integral f° Q (J* - v ^) ds OThalt dahor Artikcl 9 > IV ) du ™n jede von 

O o nach O gehende Linie erstreckt denselben Werth und bildet, O o als fest gedacht, eine bis 
auf einzelne Punkte notbwendig stetige Function U von x, y, von welcher (und zwar nach 5, 

dl" dü 

in jedem Punkte i der Differontialquotient — = u und — = — v ist Durch Substitution dieser 

d x d y 

Werthe fttr u und v aber gehen dio Voraussetzungen 1 , 3, 4 in die Bedingungen des Lehrsatzes 
an» Schlusso dos Art. 10. über. Dio Function ü ist daher nebst allen ihren Difierential- 
in allen Punkten von T endlich und stetig und dasselbe gilt folglich auch von der 



Function w = ~ — ^ i und ihren 
• d x d y 



13. 



Es soll jetzt untersucht werden, was eintritt, wenn wir unter Beibehaltung der sonstigen 
Voraussetzungen des Art. 12. annehmen, dass für einen bestimmten Punkt 0' im Innern der 
?i 

Flüche (z — z ) w = q e w bei unendlicher Annäherung des Punktes 0 nicht mehr unendlich 
klein wird. In diesem Falle wird also w bei unendlicher Annäherung des Punktes 0 an O' 

unendlich gross, und wir nehmen an, dass, wenn die Griisse w nicht mit von gleicher Ord- 

nung bleibt, d. h. der Quotient beider sich einer endlichen Grenze nähert, wenigstens die Ord- 
nungen beider Grössen in einem endlichen Verhältnisse zu einander stehen, so dass sich eine 
Potenz von o angeben lägst, deren Prodnct in w für ein unendlich kloine« q entweder unendlich 
klein wird oder endlich bleibt. Ist ft der Exponent einer Bolchen Potenz und n die nächst 

grössere ganze Zahl, so wird die Grösse (z — z') n w = fl e"*'w mit q unendlich klein, und 

— d(z-z') n-1 w 

es ist daher (* — z') n w eine Function von z (da — von dz unabhängig ist), 

dz 



welche in diesem Theile der Fläche den Voraussetzungen des Art. 12. genügt und folglich im 
Punkte 0' endlich und stetig ist. Bezeichnen wir ihren Werth im Punkte 0' mit * n _ lt so 

ist (z — a , eine Function, die in diesem Punkte stetig und = o ist und 

n — 1 

folglich mit q unendlich klein wird, woraus man nach Artikel 12. schliesst, dass 

3 
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♦ 

(t-z) u ~ l eine im Punkte 0' stetig« Function ist. Dnrch Fortsetzung diese« 

z z 

Verfahreng wird offenbar w mittelst Subtraction eineB Ausdrucke« von der Form 

i a n— 1 

Z-l (z - z')* ' ' ' ' (z - z') n - 1 
in eine Function verwandelt, welche im Punkte 0' endlich und stetig bleibt. 

Wenn daher unter den Voraussetzungen des Art. 12. dio Acnderung eintritt, dass bei 
unendlicher Annäherung von 0 an einen I*unkt 0' im Innern der Flache T die Function w 
unendlich gross wird . so ist die Ordnung dieses unendlich Grossen (eine- im verkehrten Ver- 
hältnisse der Entfernung wachsende Grösse als ein unendlich Grosses erster Ordnung betrachtet) 
wenn sie endlich ist, nothwendig eine ganze Zahl; und ist diese Zahl = m, so kann die 
Function w durch HinznfUgung einer Function, welche 2m willkührliche Constanten enthalt, 
in eine in diesem Punkte 0' stetige verwandelt werden. 

Anm. Wir betrachten eine Function als Eine willkührliche Constante enthaltend, wenn die mög- 
lichen Arten, sie ru bestimmen, ein stetiges Gebiet von Einer Dimension umfassen. 

14. 

Die im Art. 12. und 13. in Bezug auf die Fläche T gemachten Beschränkungen sind Au- 
dio Gültigkeit der gewonnenen Resultate nicht wesentlich. Offenbar kann man »den Punkt im 
Innern einer beliebigen Flache mit einem Stücke derselben umgeben, welches dtwdort voraus- 
gesetzten Eigenschaften besitzt, mit alleiniger Ausnahme de« Falles, wo dieser Punkt ein Win- 
dungspunkt der Fläche ist. 

Um diesen Fall zu untersuchen, denken wir uns dio Fläche T oder ein beliebiges Stück 
derselben, welches einen Windungspunkt n- Ister Ordnung 0', wo z = ?' — x = y i sei, erit- 

1 

hält, mittelst dor Funktion f=(z — z) a auf einer andern Ebene A abgebildet, d. h. wir 
»lenken uns den Werth der Function £ = £ iji im Punkte 0 durch einen Punkt (4, dessen 
rechtwinklige Coordinaten ?, tj sind, in dieser El>one vertreten, und betrachten O als Bild des 
Punktes 0. Auf diesem Wege erhält man als Abbildung dieses Theils der Fläche T eine 
zusammenhängende über i ausgebreitete Fläche, die im Punkte &, den» Bilde des Punkte* (>' 
keinen Windungspunkt hat, wie »»gleich gezeigt werden soll. 

Zur Finning der Vorstellungen denke mnn sich um den Punkt O' in der Ebene A mit dem 
Halbmesser R einen Kreis beschrieben und parallel mit der x-Axe einen Durchmesser gezogen, 
wo also z — z' reelle Werthe annehmen wird. Das durch diesen Kreis ausgeschiedene den 
Windungspunkt umgebende Stück der Fläche T wird danu zu beiden Seiten des Durchmesser* 
in n, wenn R hinreichend klein gewählt wird, abgesondert verlaufende halbkreisförmige Flä- 
chenstücke zerfallen. Wir bezeichnen auf derjenigen Seite dos Durchmessers, wo y — y' positiv 

ist, diese Flächenstocke durch a , a . . . . a , auf der entgegengesetzten Seite durch 

l 1 u 

a , a" . . . . a' n , und nehmen an, dass für negative Werthe von % — z a j( & t . • . . a^ der 
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Keihe nach mit a , a' .... a , für positive dagegen mit a' , a' a' . verbunden seien. 

13 o n 1 n— 1 

so dass ein den Pnnkt O' (im erforderlichen Sinne) umkreisender Punkt der Reihe nach die 

Flachen a,^, a jt a' f . . . . a^, a' n durchlauft und durch a' n wieder in zurückgelangt, 

welche Annahme offenbar gestattet ist. Führen wir nun für beide Ebenen Polarcoordinaton ein, 

wirz — z'=Qe f \ C — Oe^ 1 setzen, und wählen zur Abbildung des Flächenstücks a 

I 1 Ii 

Werth von (z - i)° = Q n e n , welchen letzterer Ausdruck unter der Annahme 

"<Sr< 7r ««"halt , so wird für alle Punkte von a f <x<R n und i><^< -, die Bilder 

derselben in der Ebene A fallen also B&mmtlich in einen von wi =.- o bis u> = sich erstrecken- 

n 

J 

den Sector eines um 0 mit dem Radius R" beschriebenen Kreises, und zwar entspricht jedem 
Punkte von % Ein zugleich mit denselben stetig fortrückender Punkt dieses Seotors and um- 

gekehrt, woraus folgt, dass die Abbildung der Fläche a^ eine zusammenhangende einfach über 

diesen Sector ausgebreitete Flache ist. Auf ähnliche Art erhalt man für die Flache a { als Abbildung 

* . • 2rt is 2 " .. 3* . 

ip= bis ffi = — , für a einen von ? = — bis y= , endlich für a 
n n n n o 

y—~ n bis « = 2» sich erstreckenden Sector, wenn man y für jeden IHinkt dieser 

n 



Flachen der Reihe nach zwischen n und 2ir, 2* und 3» (2n— l)jr und 2 an wählt, 

was immer und nur auf eine Weise möglich ist. Diese Soctoren schlicssen sich aber in der- 
selben Folge an einander, wio die Flachen a und a', und zwar so, dass den hier zusammon- 
stossonduu Punkten auch dort zusammenstossende Punkte enteprochen; sie kdnnen daher zu 
einer zusammenhängenden Abbildung eines den Punkt 0' einschliessenden Stückes der Fläche T 
zusammengefügt werden , und diese Abbildung ist offenbar eine Uber die Ebene A einfach aus- 
gebreitete Flache. 

Eine veränderliche Grösse, die für jeden Punkt 0 einen bestimmten Werth hat, hat dies 
auch für jeden Punkt 0 und umgekehrt, da jedem 0 nur ein © und jedem 0 nur ein 0 
entspricht; ist sie forner eine Function von z, so ist sie dies auch von f, indem, wenn 

£ ,» a, % ™ dt m. - » 4. 

auf alle Functionen w von z anch im Windungspunkte 0' die Sätae der Art. 12. und 13. an- 



man sie als Functionen von (z — « )■ betrachtet. Dies lie- 
fert folgenden Satz: 



Wenn eine Function w von z bei unendlicher Annäherung von 0 an einen Windungspunkt 
n — Ister Ordnung 0' unendlich wird, so ist dieses unendlich Grosse nothwendig von gleicher 

3» 
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Ordnung mit einer Potenz der Entfernung, deren Exponent ein Vielfachen von 1 ist, und kann, 

m n 
wenn dieser Exponent = — ^ ist , durch Hinzufügung eines Ausdrucks von der Form 

I ~T 2 * ■ * m ' 

(Z-z)" («-*')'" fr-«)' 

wo a„, a. a wülktthrüchc complexe Grössen sind, in eine im Punkte 0' stetige verwan- 

1 s in 

delt werden. 

Dieser Satz enthalt als Corollar, dass die Function w im Punkte 0' stetig ist, wenn 
1 



(z-z')°w bei unendlicher Annäherung des Punktes 0 an 0' unendlich klein wird. 

15. 

Denken wir uns jetzt eine Function von z, welche für jeden Punkt 0 der 
A ausgebreiteten Fläche T einen bestimmten Werth hat und nicht Überall constant ist, geome- 
trisch dargestellt, so dass ihr Werth w = u + vi in» Punkte O durch einen Punkt Q der 
Ebene B vertreten wird, dessen rechtwinklige Coordinaton u, v sind, so ergiebt sich 
Folgendos: 

I. Die Gesammtheit der Punkte Q kann betrachtet werden , als eine Flüche 8 bildend, in 
welcher jedem Punkte Ein bestimmter mit ihm stetig in T fortrückender Punkt 0 entspricht 

Um dieses zu beweisen, ist offenbar nur der Nachweis erforderlich, dass die Lage des 
Punktes Q mit der des Punktes 0 sich allemal (und zwar allgemein zu roden stetig) ändert. 
Dieser ist in dem Satzo enthalten: 

Eine Function w = u+vi von z kann nicht längs einer Linie constant »ein, wenn sie 
nicht überall constant ist. Beweis: Hatte w längs einer Linie einen oonstanten Werth a-f-bi, 

, d(u-a) , d*(u-a) , d*(u-a) 

so wären u— a und — , welches = — . für diese Linie und — - — ■, — . — 

dp ds dx 1 dy* 

du dvdu d v ' 

Überall -=o, es müsste also nach Satz 11., I. u — a und folglich da , = ■ , , = — , , 

dx dy dy dx 



auch v— b überall =o sein, gegen die 

II. In Folge der in I. gemachten Voraussetzung kann zwischen den Theilen von S nicht 
ein Zusammenhang Statt finden ohne einen Zusammenhang der entsprechenden Theile von T; 
umgekehrt kann überall , wo in T Zusammenhang Statt findet und w stetig ist, der Flach« S 
ein entsprechender Zusammenhang beigelogt werden. 

Dieses vorausgesetzt entspricht die Begrenzung von S einestheils der Begrenzung von T, 
andemtheils den Unstetigkeitsstcllcn ; ihre inneren Theile aber sind, einzelne Punkte ausgenom- 
men , Überall schlicht Uber B ausgebreitet , d. h. es findet nirgends eine Spaltung in auf einan- 
der liegende Theile und nirgends eino Umfaltung Statt. 

Erster«« könnte, da T Uberall einen entsprechenden Zusammenhang besitzt, offenbar nur 
eintreten, wenn in T eine Spaltung vorkäme — der Annahme zuwider — ; Letzteres soll i 
bewiesen werdeu. 
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Wir beweisen zuvörderst, dass ein Punkt Q', wo "j* endlich ist, nicht in einer Falte der 

uz 

FUche S liegen kann. 

In der That, umgeben wir den Punkt 0', welcher Q' entspricht, mit einem Stücke der 
Fläche T von beliebiger Gestalt und unbestimmten Dimensionen, so müssen (nach Art. 3.) die 
Dimensionen desselben stets so klein angenommen werden können, dass die Gestalt dos ent- 
sprechenden Theils von 8 beliobig wenig abweicht, und folglich so klein, das« die Begrenzung 
desselben aus der Ebene B ein Q' einschliessendes Stttck auascheidet. Dies aber ist unmöglich, 
wenn Q' in einer Falte der Flache S liegt, 
dw 

Nun kann — , als Function von «, nach I. nur in einzelnen Punkten = o, und, da w 
dz 

in den in Botracht kommenden Punkten von T stetig ist , nur in den Windungspunkten dieser 
Flüche unendlich werden; folglich etc. w. z, b. w. 

3. Die Fläche S ist folglich eine Flache, für welche die im Art 5. für T gemachten Vor- 
aussetzungen zutreffen; und in dieser Flache hat für joden Punkt Q die unbestimmte Grösse z 

d 7- 

Einen bestimmten Worth , welcher sich mit der Lage von Q stetig und so ändert, das» von 

■ dw 

der Bichtung der Ortsänderung unabhängig ist. Es bildet daher in dem früher festgelegten 
Sinne z eino stetige Function der veränderlichen complexen Grösse w für da» durch S darge- 
stellte GrCssengebiet. 

Hieraus folgt ferner: 

Sind 0' und Q' zwei entsprechende innere Punkte der Flächen T und S und in denselben 
z = i, w = w', so nähert sich , wenn keiner von ihnen ein Windungspunkt ist, bei unendlicher 

w — w' 

Annäherung von 0 an 0 - einer endlichen Grenze, und dio Abbildung ist daselbst eine 

z — z 

in den kleinsten Theilen ähnliche; wenn aber Q' ein Windungspunkt n — Ister, 0' ein Win- 

1 

(w — w')" 

dun gsp unkt m- Ister Ordnung ist, so nähert sich r bei unendlicher Annäherung von 

(x-O 7 

0 an O' einer endlichen Grenze, und für dio anstossonden Flächentheile findet eine Abbildungs- 
art Statt, die sich leicht aus Art. 14. ergiebt. 



16. 

Lehrsatz. Sind a und ß zwei beliebige Functionen von x, y, für welche das Integral 

f\( Au - +C U + A /) ldT durch allo Theilo der boliebig über A ausgebreiteten 
J LVdx dy/ \dy dx/ J 

Fläche T ausgedehnt oinon endlichen Werth hat, so erhält das Integral bei Aenderung von a 
um stetige oder doch nur in einzelnen Punkten unstetige Functionen , die am Rande = o 
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immer für eine dieser Functionen einen Minimumwerth und, wenn man durch Abänderung in 
einzelnen Punkten hebbare Unstetigkeiteu ausschliefst, nur für Eine. 

Wir bezeichnen durch X eine unbestimmte stetige oder doch nur in einzelnen Punkten 
unstetige Function , welcho am Rande = o ist und für welche das Integral 

L= /[(d^) ,+ (d^)1 dT ühCT di6 gaiKC au8 8 edehnt einon «"««liehen Werth 

erhält, durch tu eine unbestimmte der Functionen o + Ä, endlich da* Uber die ganze Fläche 

erstreckte Integral - + ^)*J dT durch Si. Die Ge,ammtheit 

der Function X bildet ein zasainnienhHngende» in »ich abgeschlossene» Gebiet, indem jede die- 
ser Functionen »tetig in jede andere Obergehen , sich aher nicht einer längs einer Linie un- 
stetigen unendlich annähern kann, ohne dass L unendlich wird (Art. 16.); für jedes X erhalt nun, 
<e=a-f-A gesetzt, ö einen endlichen Werth, der mit L zugleich unendlich wird, sich mit 
der Gestalt Ton X stetig Ändert, aber nie unter Null herabsinken kann; folglich hat Si wenig- 
stens für Eine Gestalt der Function tu ein Minimum. 

Um den zweiten Theil unseres Satzes zu beweisen, sei u eine der Functionen tu , welche Si 
einen Minimumwerth ertheilt, h eine unbostimmto in der ganzen Flüche constante Grösse, so 
dass u + bJl den der Function w vorgeschriebenen Bedingungen genügt. Der Werth von Si 
für ut = u -)- hX, welcher 

+w[C:-:;)"+c;+:d:> 

+ f[0'+ Ol jt = M + 2 s h + 



für jedes 1 (nach dem Begriffe des Minimums) grösser als M werden, sobald h 
nur hinreichend klein genommen ist. Dies erfordert aber, dass für jedes AN=:o sei; denn 

andernfalls würde 2 Xh + Lh* = Lh»(l + j^) negativ werden, wenn h dem N entgegenge- 

2N 

setzt und abgesehen vom Zeichen < — angenommen würde. Der Werth von Si für tu = u -f- i, 

in welcher Form offenbar alle möglichen Werthe von w enthalten sind, wird daher =M-J-L, 
und folglich kann, da L wesentlich positiv ist, Q für keine Gestalt der Function w einen 
kleinem Werth erhalten , als für tu = n. 

Findet nun für eine andere u der Functionen u ein Minimumwerth M ' von Si Statt, so 
muss von diesem offonbar dasselbe gelten, man hat also M'< M und Jt < M', folglich M = M . 
Bringt man aber u' auf die Form u -(-!', so erhalt man für M' den Ausdruck M-f-L', wenn L' 
denWertltvon L fttr i = l' l/czeichnet, und die Gleichung M = M' giebt I,' = o. Dies ist nur 

di' dT 

möglich, wenn in allen Flachenthoilen ^ = o, ^ = o ist, und es hat daher, so weit X stetig 
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ist, diese Function noth wendig einen constanten und folglich, da sie am Kande = o und nicht 
längs einer Linie unstetig ist, höchstens in einzelnen Punkten einen von Null verschiedenen Werth. 
Zwei dor Functionen u, welche ü einen Miniraumwerth ertheilen, können also nur in einzelnen 
Punkten von einander verschieden sein, und wenn in der Funktion u alle durch Abänderung 
in einzelnen Punkten hebbaren Unstetigkeiten beseitigt werden, ist diese vollkommen bestimmt. 



17. 

Es soll jetzt der Beweis nachgeliefert werden, dass X unbeschadet der Endlichkeit von L 
«ich nicht einer lang« einer Linie uns totigen Function y unendlich annähern könne, d.h. wird 
die Function i der Bedingung unterworfen, ausserhalb eines diu Unstctigkeitsliuie einschlie*seu- 
den FlächentkciU T' mit y übereinzustimmen, so kann T' stets so klein 
dass L grösser als eine beliebig gegebene Grösse C 



Wir bezeichnen , s und p in Bezug auf die Unstetigkeitslinie in der gewohnten Bedeutung 
genommen , für ein unbestimmtes a die Krümmung , eine auf der Seite der positiven p convexe 
als positiv betrachtet, durch x, den Werth von p an der Grenze von T' auf der positiven Seite 
durch p , auf der negativen Sorte durch p^ und die entsprechenden Werthe von y durch y j 
und / . Betrachten wir nun irgend einen stetig gekrümmten Theil dieser Linie, so liefert der 
zwischen den Normalen in den Endpunkten enthaltene Theil von T', wenn er sich nicht bis zu 
don KrUmniungsmittolpunkten erstreckt, zu L den Beitrag 

— — I; der kleinst« Werth des Ausdrucks 



y* P, (d~) (1 — «p)dp bei den festen Greazworthen y^ und y f von k findet sich aber 

(r-rf* 

nach bekannten Begetn = — — r ^\g^ch wird jener Beitrag 

logO-xp^-logfl-xp^ 

noth wendig, wie auch X innerhalb T' angenommen werden möge, 
(^-y^ds 

> / . Die Function y wäre für p = o stetig, wenn der 

-*J log(l-x Pl )-log(l -xp,) 

grösste Werth, den (y j — yj'tor n^p^o und *,<P | <o erhalten kann, mit *,-"», 
unendlich klein würde; wir können folglich für jeden Werth von s eine endliche Grösse m 
so annehmen, dass, wie klein nuch j» ( — w ^ angenommen werden möge, stets innerhalb der 



durch w^p^o und "j^Pj^ 0 (*° die Gleichheiten sich gegenseitig 
gedrückten Grunzen Werthe von p t und p g enthalten sind, für welohe — y f )*>m wird. 
Nehmen wir ferner unter den früheren Beschränkungen eine Gestalt von T' beliebig an, indem 
wir p i und Pj bestimmte Werthe P j und P ? beilegen, und bezeichnen den Werth des 
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durch den in Betracht gezogenen Theil der Unstetigkeitslinie ausgedehnten Integrals 

/mxds * 
durch a, so können wir offenbar 
log(l -«P 1 )-log(l-«P i ) 

/ : — : — --- ■■ > C machen, indem wir p, und p, für joden Werth von 

J log(l -*P 8 ) — log(l — xp t ) 1 2 



s so annehmen, dasa den Ungleichheiten 

»_ _» 

p t < , p»> und ^ — r J ) , >m genügt wird. Dies aber 

hat zur Polge, dass, wie auch L innerhalb T' angenommen werden mttge, der aus dem in 
Betracht gezogenen Stücke von T' stammende Theil von L und folglich um so mehr L selbst 
>C wird, w. z. v. w. 



Nach Art. 16. haben wir für die dort festgelegte Function u und für irgend eine der 

Funct.onen AN-/ [(- - J ^ + + - JdT durch <be ganzeFlache T aus- 

gedehnt = o. Aus dieser Gleichung sollen jetzt weitere Schlüsse gezogen werden. 

Scheidet man aus der Flache T ein die Unstetigkeitsstellen von u, ß, X cinschliossendes 
Stück T" aus, »o findet sich der von dem übrigen Stücke T" herrührende Theil von N mit 

Hülfe des Art. 7., wenn man i für X und ( d -° + ^) X für Y setzt, 

- -/KS + d-?) dT -/(dp u -d!) Ad8 - in w * dor der Fwuon 1 

ten Grenzbedingung wird der auf das mit T gemeinschaftliche Begrenzungsstuck von T" be- 
zügliche Theil von ./"(^p - )jf) i(,s g leioh °. 90 dass N betrachtet werden kann als zu- 
sammengesetzt aus dem Integral - y'i^JJ + J-^dT in Bezug auf T" und 

/[(i--^:-:+Gi+iö:>+/(i-->- - 

Offenbar würde nun , wenn — ,4- . , in irgend einem Thoile der Fläche T von o verschie- 

dx* dy' 

den wäre, N ebenfalls einen von o verschiedenen Werth erhalten, so bald ni aii k , was frei 

steht, innerhalb T' gleich o und innerhalb T" so wählte, dass ^ Jl + ljp) uboraU das " 

d*u d*u 

selbe Zeichen hatte. Ist aber -,-,-f- • - in allen Theüen von T = o, so verschwindet der 

dx* dy 1 
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von T" herrührende Bestandtheil toq X für jedes 1, und die Bedingung N «= o 
dass die auf die ITnstetigkeitssteUen bezüglichen Bestandteile = o werden. 

Für die Functionen ~t~< + ****** ™ daher, wenn wir eratere = X und 
dx dy dy dx 

letztere =Y setzen, nicht bloss allgemein zu reden die Gleichung — -f-— -™o, sondern es. 

d x dy 

wird auch durch die ganze Begrenzung irgend eines Theils von T erstreckt 
ff dx dy\ 

in so fern dieser Ausdruck Oberhaupt einen bestimmten 

Werth hat. 

Zerlegen wir also (nach Art. 9., V.) die Flache T, wenn sie einen mehrfachen Zusammen- 
hang besitzt, durch Querschnitte in eine einfach zusammenhangende T*, so bat das Integral 

/O /du dß\ . . 

( — - Jds für jede im Innern von T* von 0 nach 0 gehende Linie denselben 
0 0 Vlp ds/ o 

Werth und bildet, 0 als fost gedacht, eine Function von x, y, welche in T* überall eine 
o 

stetige und längs eines Queerschnitta beiderseits eine gleiche Aenderung erleidet. Diese Function 
» zu ft hinzugefügt, liefert uns oine Function v=/J-|-k, von welcher der Differontialquo- 

.. dv du dv du 

tient — und , = ■ ist. 

dx dy dy dx 

Wir haben daher folgenden 

Lehrsatz. Ist in einer zusammenhängenden durch Quoerschnitte in eine einfach zusammen- 
hangende T» zerlegten Flache T eine comploxe Function a -f pfi von x, y gegeben, für welche 
^da dfK* /du df*\ »i 



durch die ganze Fläche 



Werth hat, so kann sie immer und nur auf Eine Art in eine Function von z verwandelt 
werden durch Hinzufüguug einer Function von x, y, welche folgenden Bedingungen 

genügt: 

1) p ist am Hände = o oder doch nur in einzelnen Punkten davon verschieden, » in 
Einum Punkte beliebig gegeben, 

2) die Aenderungen von fi sind in T, von » in T* nur in cinzebien Punkten und nur so 

die ganze Fläche erstreckt endlich bleiben, und letztere längs der yueerschnitte bei- 
derseits gleich. 

Die ZulBnglichkeit der Bedingungen zur Bestimmung von -J- vi folgt daraus, dass ju, 
durch welches r bis auf eine additive Constunte bestimmt ist, stets zugleich ein Minimum des 
Integrals Q liefert, da, rx=a + {* geseUt, offenbar für jedes AN=o wird; oine 
Schaft, die nach Art. 16. nur einer Function zukommen 
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19. 

Die Pr'uicipion , welche dem Lehrsätze ani Schlüsse des vorigen Art. zu Grunde liegen, er- 
öffnen den Weg, bestimmte Functionen einer veränderlichen eomplexen Grösse ( unabhängig 
Ton einem Ausdrucke für dieselben) zu untersuchen. 

Zur Orientirung auf diesem Felde wird ein l'eberschlug über den Umfang der zur Bestim- 
mung einer solchen Function innerhalb eines gegebenen Grössongobiets erforderlichen Bedin- 
gungen dienen. 

Halten wir uns zunächst an einen bestimmten Fall , so kann , wenn die Uber A ausgebrei- 
tet« Fläche, durch welche dies Gritesengehiot dargestellt wird, eine einfach zuaommenhllngende 
ist, die Fuuctiou w=u-f-vi von z folgenden Bedingungen gemäss bestimmt werden: 

1) für n ist in allen Begrenzntigspuukteu ein Werth gegeben, der sich für eine unendlich 
kleine OrtsBnderung um eine unendlich kleine Grösse von derselben Ordnung, übrigens 
aber beliebig ändert*); 

2) der Werth von v ist in irgend einem l'uukte bebebig gogoben; 

3) die Function soll in allen Punkten endlich und stetig sein. 
Durch diese Bedingungen aber ist sie vollkommeu bestimmt. 

In der That folgt dies au* dem Lehrsätze des vorigen Art.. wenn man. was immer möglich 
sein wird, *> »«stimmt , dass « am Hände dem gegebenen Werth gleich und in der 

ganzen Flüche für jede unendlich kleine OrUfHndornng die Aenderung von a~\-fti unendlich 
klein von derselben Ordnung ist. 

Es kann also , allgemein zu reden , u am Rande als eine ganz willkürliche Function von 
s gegeben werden, und dadurch ist v Überall mit bestimmt; uragekelirt kann aber auch v in 
• jedem Begreiwungnpnnkte beliebig angenommen werden . woraus dann der Werth von u folgt. 
Bor Spielraum für die Wahl der Werthe von w am Bande umfasst daher eine Mannigfaltigkeit 
von Einer Dimension für jeden Begrcnzungspunkt , und die vollständige Bestimmung derselben 
erfordert für jeden Begrenzungspunkt Eine Gleichung, wolwi es indess nicht wesentlich sein 
wird, dass jede dieser Gleichungen sich auf den Werth Eines Gliedes in Einein Begrenzungs- 
punkte allein bezieht. Es wird diese Bestimmung auch so geschehen kilnncn , dass für joden 
Begrenzungspunkt Eine mit der Lage dieses Punktes ihre Form stetig Ändernde beide Glieder 
enthaltende Gleichung gegeben ist, oder für mehrere Theilc der Begrenzung gleichzeitig so, dass 
jedem Punkte eines dieser Theile n — 1 bestimmte Punkte, aus jedem der übrigen Theile einer, 
zugesellt und für je n solcher Punkte gemeinschaftlich n mit ihrer Lage stetig veränderliche 
Gleichungen gegeben sind. Diese Bedingungen, deren Gcsammtheit eine stetige Mannigfaltigkeit 
bildet und welc he durch Gleichungen zwischen willkürlichen Functionen ausgedrückt werden, 
werden uber, um für die Bestimmung einer im Innern dos Grössengehiets Uberall stetigen Function 
zulassig und hinreichend zu sein, allgemein zu reden, noch einer Beschränkung oder ErgÄn- 

•) An sich sind die AcDderungen diews Werthe» nur der Beschränkung unterworfen, nicht längs 
eines Thrill der Begrenzung unstetig zu »ein: eine weitere Beschränkung ist nur gemacht . um hier 
unnöthigo Weitläufiigkeiten zu vermeiden. 
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zung durch einzelne Bedingungsgleichungen ~ Gleichungen für willkflbrliche Constanten — ■ 
bedürfen , indem bis auf diese sich die Genauigkeit unserer SchRteung offenbar nicht erstreckt. 

Für den Fall, wo das Gebiet der Veränderlichkeit der GrÖBBe z durch eine mehrfach zu- 
sammenhangende Fliiche dargestellt wird, erleiden diese Betrachtungen keine wesentliche Abän- 
derung, üidom die Anwendung de» Lehrsatzes im Art. 18. eine bis auf die Aendemngen Ixsim 
U eberschrei tou der Quecrschnitto ebenso wie vorhin beschaffene Function liefert — Acnderun- 
gen, welche =o gemacht werden können, wenn die Gronzbedhigungen eine der Anzahl der 
Queerschnitte gleiche Anzahl verfügbarer Constanten enthalten. 

Der Fall , wo im Innern längs einer Linie auf Stetigkeit verzichtet wird , ordnet sich dem 
vorigen unter, wenn mau diese Linie ab einen Schnitt der Fliiche betrachtet. 

Wenn endlieh in eini'm einzelnen I 'unkte eine Verletzung der Stetigkeit, also nach Art. 12. 
ein IJnendlichwerden der Function, zugelassen wird; so kam» unter Beibehaltung der sonstigen 
in unserm Anfangslalle gemachten Voraussetzungen für diesen Punkt eine Function von i, nach 
deren Subtruction die zu bestimmende Function stetig werden soll , beliebig gegeben werden ; 
dadurch aber ist sie völlig bestimmt. Denn nimmt man die Grösse « -f- i in einem be- 
liebig kleinen tun den Unstetigkeitspunkt beschriebenen Kreise gleich dieser gegebenen Function, 
übrigens aber den früheren Vorschriften gemäss un . so wird daa Integral 

A(d^ - d 1 0* + (dv + d!) a j ,n ttU ' r iXw '* m Kre " mtreckl =0 ' übt ' r ilm übri " 

gen Theil erstreckt einer endlichen Grösse gleich , und man kann abio den Lehrsatz des vori- 
gen Art. anwenden, wodurch mau eine Function mit den verlangten Eigenschafton erhält. 
Hieraus kann mau mit Hülfe des Lehrsatzes im Art. 13. folgern, das* im Allgemeinen, wenn 
in einem einzelnen UnstetigkeiUpunkte die Function unendlich groaa vou der Ordnung n werden 
darf, eine Anzahl von 2n Constanten verfügbar wird. 

Geometrisch dargestellt liefert (nach Art. 15.) eine Function w einer innerhalb eines gege- 
benen GröBsengebiets von zwei Dimensionen veränderlichen coniplexcn Grösse z von einer ge- 
gebeneu A bedeckenden Flüche T ein ihr iu den kleinsten Theilen, einzelne Punkte ausgenom- 
men, ähnliche« B bedeckendes Abbild S. Die Bedingungen, welche ao eben zur Ueutimiuung 
der Function hinreichend und nothwendig befunden worden sind, beziehen sich auf ihren Werth 
entweder in Begrenznngs- oder in L'ustetigkeit&punkten ; sie erscheinen also (Art. 15.) sämmt- 
lich als Bedingungen für die Lage der Begrenzung von 8 , und zwar geben sie für jeden Be- 
grenzungspunkt Kine Bedingungsgleichung. Bezieht sich jede derselben nur auf Einen Begron- 
zungspuiikt, so werden «ie durch eine Schaar von Curvun reprüsentirt, von denen für joden 
Begrenzungspunkt Kine den geometrischen Ort bildet. Werden zwei mit einander stetig fort- 
rückende Begrenzuiigspunkte gemeinschaftlich zwei Bedingungsgleichungon unterworfen, so ent- 
steht dadurch zwischen zwei Begrenzuugsthcilon eine solche Abhängigkeit, das», wenn die Lage 
des einen willkflhrlich angenommen wird, die Loge des andern daraus folgt. Achnlicher Weise 
ergiebt sich für andere Formen der Bcdingungsglcichungeu eine geomotrische Bedeutung, was 
wir indess nicht weiter verfolgen wollen. 

20. 

Die Einführung der complexen Grössen in die Mathematik hat ihren Ursprung 

4» 
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Zweck in der Theorie einfacher*) durch Grössenoperationen ausgedruckter Abbängigkeitagesetze 
zwischen veränderlichen Grössen. Wendet mau nämlich diese Abhttngigkeitagesetae in einem er- 
weiterten Umfange an, indem man den veränderlichen Grössen, auf welche sie sich beziehen, 
complexe Werthe giebt, so tritt eine sonst versteckt bleibende Harmonie und Regolmässigkeit 
hervor. Die Falle, in denen dies geschehen ist, umfassen zwar bis jetzt erst ein kleines Ge- 
biet — sie lassen sich fast sftmmtlich auf diejenigen Abhllngigkeitsgeaetae zwischen zwei verän- 
derlichen Grössen zurückführen, wo die eine entweder eine algebraische**) Function der an- 
dern ist oder eine solche Function , deren Differentialquotiont eine algebraische Fuuction ist — 
aber beinahe jeder Schritt , der hier gethan ist, hat nicht bloss den ohne Hülfe der complexen 
Grössen gewonnenen Resultaten eine einfachere , geschlossenere Gestalt gegeben , sondern auch 
zu neuen Entdeckungen die Bahn gebrochen, wozu die Geschichte der Untersuchungen Uber 
algebraische Functionen, Kreis- oder Exponentialfunctionon , elliptische und Abel'sche Functio- 
nen den Beleg liefert. 

Es soll kurz angedeutet werden, was durch unsere Untersuchung für die Theorie solcher 
Functionen gewonnen ist. 

Die bisherigen Methoden , diese Functionen zu behandeln, legten stets als Definitiou einen 
Ausdruck der Function zu Grunde, wodurch ihr Werth für jeden Worth ihres Arguments ge- 
geben wurde ; durch unsere Untersuchung ist gezeigt , dass , in Folge dos allgemeinen Charak- 
ters einer Function einer veränderlichen compleien Grösse, in einer Definition dieser Art ein 
Theil der BeetimniungBstücke eine Folge der Übrigen ist , und zwar ist der Umfang der Be- 
stimmungsstucke auf die zur Bestimmung nothwendigen zurückgeführt worden. Dies verein- 
facht die Behandlung derselben wesentlich. Um z, B. die Gleichheit zweier Ausdrücke derselben 
Function zu beweisen, musBte man sonst den einen in den andern transformiren , d.h. zeigen, 
dass beide für jeden Werth der veränderlichen Grösse Ubereinstimmten ; jetzt genügt der Nach- 
weis ihrer Ueberoinstimmung in einem weit geringem Umfange. 

Eine Theorie dieser Functionen anf den hier gelieferten Grundlagen würde die Gestaltung 
der Function (d. h. ihren Werth für jeden Werth ihres Arguments) unabhängig von einer Be- 
stimmungsweise derselben durch Grössonoporationon festlegen , indem zu dem allgemeinen Be- 
griffe einer Function einer veränderlichen complexen Grösse nur die zur Bestimmung der Function 
nothwendigen Merkmale hinzugefügt wurden , und dann erst zu den verschiedenen Ausdrücken 
deren die Function fähig ist übergehen. Der gemeinsame Charakter einer Gattung von Functio- 
nen, welche anf ahnliche Art durch Grösseno|K>rationeii ausgedrückt werden, stellt sich dann 
dar in der Form der ihnen auferlegten Grenz- und Unstetigkeitsbedingungcn. Wird z. B. das 
Gebiet der Veränderlichkeit der Grösse z Uber die ganze unendliche Ebene A einfach oder 
mohrfach erstreckt, und innerhalb derselben der Function nur in einzelnen Punkten eine Un- 
stetigkeit, und zwar nur ein Unendlichwerden, dessen Ordnung endlich ist, gestattet (wobei 
für ein unendlich« z diese Grösse selbst, für jeden endlichen Werth z' derselben aber 

*) Wir betrachten hier als Elementaroperationen Addition und Subtraction, Multiplicatiou und Divi- 
sion. Integration and Differentiation, und ein AbhäupigkciUgcsetz als desto einfacher, durch je we- 
niger Rlomentarupcrattonen die Abhängigkeit bedingt wird. In der That lassen sich durch eiue end- 
liche Anzahl dieser Operationen alle bis jetzt in der Analyst» benutzten Functionen definiren. 

**) D. h. wo «wischen beiden eine algebraische (ilewhung Statt ut.det. 
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— — - als ein unendlich Grosses erster Ordnung gilt), so ist die Function notbwcndig alge- 

i — z 

braiach, nnd umgekehrt erfüllt diese Bedingung jede algebraische Function. 

Die Ausführung dieser Theorie, welche, wie bemerkt, einfache durch Grössenoperationen 
bedingte Abbängigkcitsgcsetze ins Licht zu setzen bestimmt ist, unterlassen wir indeas jetzt, 
du wir die Betrachtung des Ausdruckes einer Function gegenwartig ausschliefen. 

Aus demselben Grunde befassen wir uns hier auch nicht damit, die Brauchbarkeit unserer 
Satze als Grundlagen einer allgemeinen Theorie dieser Abhängigkeitagesetze darzuthnn, wozu 
der Beweis erfordert wird, dass der hier zu Grunde gelegte Begrill einer Function einer ver- 
änderlichen complexen Gross« mit dem einer durch Grössenoperationen ausdrückbaren Abhän- 
gigkeit») völlig zusammenlallt. 

21. 

Es wird jedoch zur Erläuterung unserer allgemeinen Sätze ein ausgeführtes Beispiel ihrer 
Anwendung von Nutzen sein. 

Die im vorigen Artikel bezeichnete Anwendung derselben ist , obwohl die bei ihrer Aufstel- 
lung zunächst Iwabsichtigte , doch nur eine specielle. Denn wenn die Abhängigkeit durch eine 
endliche Anzahl der dort als Elementaroperationen betrachteten Grössenoperationen bedingt ist, 
so enthält die Function nur eine endliche Anzahl von Parametern, was für die Form eines Sy- 
stems von einander unabhängiger Grenz- und UnstetigkcitBbedingungcn , die zu ihrer Bestim- 
mung hinreichen, den Erfolg hat, dass unter ihnen längs einer Linie in jodem Punkte will- 
kUhrlich zu bestimmende Bedingungen gar nicht vorkommen können. Für nnsern jetzigen Zweck 
schien es daher geeigneter, nicht ein dorther entnommenes Beispiel zu wählen, sondern viel- 
mehr ein solches, wo die Function der complexen Veränderlichen von einer willkührlichcn 
Function abhangt. 

Zur Veranschanlichnng und bequemeren Fassung geben wir demselben die am Schlüsse 
des Art. 18. gebrauchte geometrische Einkleidung. Es erscheint dann als eine Untersuchung über 
die Möglichkeit, von einer gegebenen Fläche ein zusammenhängendos in den kleinsten Theilen 
ähnliches Abbild zu liefern , dessen Gestalt gegeben ist , wo also, in obiger Form ausgedrückt, 
für jeden Begronzungspunkt des Abbildes eine Ortscurve, und zwar für alle dieselbe, ausserdem 
aber (Art. 5.) der Sinn der Begrenzung und die Windungspnnkte desselben gegeben sind. Wir 
beschränken uns auf die Losung dieser Aufgabe in dem Falle, wo jedem Punkte der einen 
Fläche nur Ein Punkt der andern entsprechen soll und die Flächen einfach zusammenhangend 
sind, für welchen Fall sie in folgendem Lehrsatze enthalten ist. 

Zwei gegebene einfach zusammenhängende olwue Flächen können stets so auf einander be- 
zogen werden, dass jedem Punkte der einen Ein mit ihm stetig fortrückender Punkt der andern 
entspricht nnd ihre entsprechenden kleinsten Theile ähnlich sind ; nnd zwar kann zu Einem in- 



*) Es wird darunter jede durch eine endliche odor unendliche Anzahl der vier einfachsten Reeh- 
nungsoperationan , Addition und Subtraction, Multiplicatinn und I>ifision, auadrückbure Abhängigkeit 
begriffeu. Der Ausdruck Urösaenoperationen soll (im Gegensätze zu Zahlenoperatiooen) solche Roch- 
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nern Punkte und zu Einem Begrenzungspunkto der entsprechende beliebig gegeben werden; 
dadurch aber ist für alle Punkte' diu Beziehung bestimmt. 

Wonn zwei Flüchen T und It auf eine dritte S so bezogen sind, dass zwischen den ent- 
sprechenden kleinsten Theilen Aehnliehkeit Statt findet, so ergiebt si< h daraus eine Beziehung 
zwischen den Flüchen T und R, von welcher offenbar dasselbe, gilt. Die Aufgabe, zwei belie- 
bige Flächen auf einander so zu bezieben , das» Aehnliehkeit in den kleinsten Theilen Statt fin- 
det, ist dadurch auf die zurückgeführt . jede beliebige Flache durch Eine beatimmte in den 
kleinsten Theilen Uhnlich abzubilden. Wir hal>en hiernach , wenn wir in der Ebene B um den 
Punkt, wo w = o ist, mit dem Radius 1 einen Kreis K beschreiben, um unsern Lehrsatz dar- 
zuthun, nur nöthig zu beweisen: Eine beliebige einfach zusammenhängende A bedeckende Fläche 
T kann durch den Kreis K stets zusamnieiihilngend und in den kleinsten Theilen ähnlich ab- 
gebildet werden und zwar nur auf Eine Art so , dass dem Mittelpunkte ein beliebig gegebener 
innerer Punkt 0^ und einem beliebig gegebenen Punkte dir Peripherie ein beliebig gegebener 

Begrcnzungspuukt O' der Flüche T entspricht. 

Wir bezeichnen die bestimmten Bedcutungeu von z, Q für die Punkt« 0,0' durch ent- 

O 

sprechende Indices und besehreil>en in T um 0^ als Mittelpunkt einen beliebigen Kreis 0, 
welcher sich nicht bis zur Hegrenzung von T erstreckt und keinen Windungspunkt enthalt. 
Führen wir Polarcoordinaten ein, indem wir z — z = ro*' setzen, so wird die Function 
log(z — * o ) = log r -f- yi. Der reelle Werth ändert sich daher im ganzen Kreise mit Ausnahme 
de* Punktes O o , wo er unendlich wird, stetig. Der imaginäre aber erhält , wenn überall unter 
den möglichen Wertheu von y der kleinste positive gewühlt wird, liirigt) des Radius, wo 
* — z reelle positive Werthe annimmt, auf der einen Seite den Werth o, auf der andern den 

Werth 2 jr , lindert sich abor dHiiti in allen übrigen Punkten stetig. Offenbar kann dieser Ra- 
dius durch uinc ganz beliebige vom Mittelpunkt« nach der Peripherie gezogene Linie 1 ersetzt 
werden, so das? die Fuuttion log(z — r. ) beim Uebertritt de« Punktes 0 von der negativen 

(d. b. wo nach Art. 8. p negativ wird) auf die positive Seite dieser Linie eine plötzliche Ver- 
minderung um 2*i erleidet, übrigens aber *ich mit dessen Lage im ganzen Kreise 0 stetig 
Ander). Nehmen wir nun die complexo Function <«-f-0i von x, y im Kreise 0 = log(z — z^ ), 

ausserhalb desselben abor, indem wir 1 beliebig bis an den Rand verlängern, ao an, 
da*9 sie 

1) an der Peripherie von 0 = log(z — z ), am Rondo von T bloss imaginär wird, 

o 

2) beim Uebertritt von der negativen auf dio positive Seite der Linie 1 sich um — 2 u\, 
sonst aber bei jeder unendlich kleinen Ort^ilnderung um eine unendlich kleine Grösse 
von derselben Ordnung ändert, 

ausgedehnt den Werth Null , über den ganzen übrigen Theil erstreckt einen endlichen Werth, 
und es kann daher a+ßi durch Hiuzufugnng einer bis auf einen bloss imaginären coustan- 
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Um liest bestimmten stetigen Function von x, y, welche am Rande bloss imaginär tat, in 
eine Function t m -\- a i von z verwandelt wordon. Der reelle Theil m dieser Function wird 
am Bande = o, im Punkte O o = — ec und Ändert Hieb im ganzen übrigen T stetig. Für 
jeden »wischen o nnd — » liegenden Werth a von m zerfallt daher T durch eine Linie, wo 
m = a ist- , in Theilo , wo m <Z. a ist und die O im Innern ent halten , einerseits nnd anderer- 

* o 

seita in Theile, wo m>a ist und deren Begrenzung theils durch den Rand von T, ttheils 
durch Linien , wo m = a ist , gebildet wird. Die Ordnung des Zusammenhangs der Flache T 
wird durch diese ZerfttUung entweder nicht geändert oder erniedrigt . die Fläche «erfallt daher, 
da diese Ordnung = — 1 ist , entweder in zwei Stücke von der Ordnung des Zusammenhangs 
o und — 1 , oder in mehr als zwei Stücke. Letzteres aW ist unmöglich , weil dann wenig, 
ateiis in Einem dieser Stücke m Uberall endlich und stetig und in allen Tbeilen der Begrenzung 
constant sein müsste, folglich entweder in einem FlBchentheil einen eonstauteu Werth, oder ir- 
gendwo, — in einem Punkte oder längs einer Linie — einen Maximum- oder Minimnmwerth 
haben müsste, gegen Art. 11., III. Die Punkte, wo m constant ist, bilden also in sich zurück- 
laufende allenthalben einfache Linien , welche ein den Punkt einachlioBsendes Stück begren- 
zen, und zwar nimmt m nach Innen zu nothwendig ab, woraus folgt, dass bei einem positiven 
Umlaufe (wo nach Art. 8. s wächst) n, soweit es stetig ist, stets zunimmt, und also, da es 
mir beim Ucbertritt von der negativen auf die positive Seite der Linie I eine plötzliche Aendc- 

rung um — 'In ♦) erleidet , jedem Werth zwischen o und 2 w Einmal von einem Vielfachen 

■ t m 

von 2 n abgesehen gleich wird. Setzen wir nun c = w, so werden e und n Polarcoor- 

dinaten des Punktes Q in Bezug auf den Mittelpunkt des Kreises K. Die Oesammtheit der 
Punkte Q bildet dann offenbar eine über K allenthallien einfach ausgebreitete Flache S ; der 
Punkt Q derselben fllUt auf den Mittelpunkt des Kreises; der Punkt Q' aber kaun vermit- 
telst der in n noch verfügbaren Couxtante auf cinou beliebig gegebenen Punkt der Peripherie 
gerückt werden, w. z. v. w. 

In dem Falle, wo der Punkt O ein Windungspunkt n— lster Ordnung ist, gelangt man, 

1 0 

wenn nur log(z — /. ) durch log(z— z ) ersetzt wird, durch ganz ahnliche Schlüsse zum 

O |1 o 

Ziele, deren weitere Ausführung man indes« aus Art. 14. leicht ergänzen wird. 



22. 

Die vollständige Durehfulirung dor Untersuchung des vorigen Artikels für den allgemeinern 
Fall, wo Einem Punkte der einen Flüche mehrere Punkte «1er andern entsprechen aollen, und 
ein einfacher Zusammenhang für dieselben nicht vorausgesetzt wird, unterlassen wir hier, zu- 



*) Da die Linie 1 von einem im Innern des Stücks gelegenen Punkte bis zu einem äussern führt, 
so mau sie, wenn sie dasseu Begrenzung mehrmals schneidet. Einmal mehr von Innen nach Aussen, 
als von Aussen nach Innen gehen, and die Summe der plötzlichen Aonduruiigan von n wilirend eine« 
positiven Umlauft ist daher atata = 2 - i». 
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mal da , aas geometrischem Gesichtapunkto aufgefasst, unsere ganze Untersuchung sich in einer 
allgemeinem G<«talt hätte führen lassen. Dio Beschränkung auf ebene, einzelne Punkt« auage- 
Bommen f schlichte Flüchen , ist nämlich für dieselbe nicht wesentlich ; vielmehr gestattet die 
Aufgabe, eine tieliebig gegebene Fläche auf einer andern beliebig gegebenen in den kleinsten 
Tbeilan ähnlich abzubilden, eine ganz ähnliche Behandlung. Wir begnügen uns hierüber auf 
zwei G au b 8' sehe Abhandlungen, die zu Art. 3. eitirte und die disquia. gen. circa superf. art. 13., 
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